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ABSTRAK 
 
Pemanfaatan tumbuhan alga pada kehidupan manusia cukup banyak. Salah 
satunya tumbuhan alga dapat menghasilkan biodiesel yang bersifat terbarukan dan 
ramah lingkungan. Semakin besar pertumbuhan alga maka semakin besar 
produksi biodiesel.  Pertumbuhan alga dipengaruhi oleh glukosa, nutrisi dan 
proses fotosintesis. Sedangkan Pembentukan glukosa terdiri dari karbon dioksida 
dan air. Konsentrasi karbon dioksida yang berasal dari aliran karbon dioksida 
akan mempengaruhi konsentrasi alga kering. Dalam penelitian ini dibahas suatu 
analisis kestabilan dan keterkontrolan dari model matematika pertumbuhan alga. 
Selain itu, masalah kendali optimal juga dibahas pada pertumbuhan alga. Adapun 
fungsi tujuan yang ingin dicapai adalah memaksimumkan konsentrasi alga kering 
dan variabel pengendalinya adalah aliran karbon dioksida. Penyelesaiannya 
dengan menerapkan prinsip maksimum Pontryagin. Hasil simulasi menunjukkan 
bahwa konsentrasi alga kering setelah diberikan kendali dengan bobot konsentrasi 
karbon dioksida dalam aliran karbon dioksida bernilai     meningkat sebesar 
      . Pada nilai bobot 1 konsentrasi alga kering meningkat sebesar         
setelah diberikan kendali. Jadi pertumbuhan alga dan hasil fungsi objektif lebih 
besar saat bobot konsentrasi karbon dioksida dalam aliran karbon dioksida 
bernilai    . Sehingga pertumbuhan alga dapat maksimal dengan nilai bobot 
minimal dari konsentrasi karbon dioksida dalam aliran karbon dioksida. 
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BAB 1 
PENDAHULUAN 
BAB 1 PENDAHULUAN 
1.1 Latar Belakang  
Indonesia terkenal dengan sumber kekayaan alam yang sangat banyak, 
baik di daratan maupun di lautan. Kekayaan alam tersebut dapat dimanfaatkan 
untuk mengatasi persoalan yang ada. Pengganti bahan bakar yang bersifat 
terbarukan dan ramah lingkungan dapat diperoleh dari kekayaan alam yaitu 
biodiesel yang berasal dari minyak nabati mikroalga ataupun rumput laut. Secara 
umum potensi mikroalga untuk menghasilkan biodiesel sangat besar. Dan 
memberikan peluang yang besar untuk dapat mengganti kebutuhan bahan bakar 
yang berasal dari minyak bumi dalam suatu negara. 
Selama ini mikroalga dimanfaatkan sebagai makanan larva ikan pada 
kegiatan budidaya (Taylor dkk, 1997; Shields dkk., 1999; Brown, 2002). Dari 
banyaknya penelitian untuk mencari pengganti bahan bakar yang bersifat 
terbarukan dan ramah lingkungan, mikroalga mempunyai prospek yang sangat 
baik untuk dikembangkan sebagai salah satu alternatif bahan baku penghasil 
biofuel. Mikroalga dipilih karena memiliki kemampuan tumbuh dengan cepat 
serta tidak memerlukan tempat yang luas untuk kegiatan produksi. Dan memiliki 
kandungan minyak yang lebih banyak dari yang lainnya. Kandungan dari 
tumbuhan mikroalga dapat juga dijadikan sebagai bahan makanan, kosmetik dan 
bahan baku industri farmasi. Selain itu mikroalga mempunyai kemampuan untuk 
menyerap karbondioksida sehingga dapat mengurangi efek rumah kaca (Widjaja, 
2009). Secara ekonomi, mikroalga dipilih karena ketersediaannya serta biaya 
produksinya yang cukup rendah (Hossain dkk, 2008; Harun dkk, 2010b). 
Banyak penelitian yang telah dilakukan untuk memanfaatkan mikroalga 
sebagai bahan baku biofuel. Penelitian yang telah dilakukan cenderung 
memanfaatkan mikroalga sebagai bahan baku biodiesel (Brown, 2002; Skill, 
2007; Patil dkk, 2008; Widjaja, 2009; Amini & Sugiyono, 2009). Hal ini 
dilakukan mengingat kandungan lipid yang ada pada mikroalga cukup tinggi. 
Namun demikian, mikroalga juga mengandung karbohidrat yang dapat 
dimanfaatkan sebagai bahan baku bioetanol (Skill, 2007). Pada penelitian 
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(Thornton dkk, 2010) model matematika pertumbuhan alga dibangun dengan 
memanfaatkan air limbah pabrik dan diselesaikan secara numerik sehingga 
diperoleh hasil panen dan intensitas cahaya pada alga dalam rentan waktu yang 
telah ditentukan. Sehubungan dengan adanya pemanfaaatan mikroalga, salah 
satunya sebagai bahan bakar biodiesel. Pada penelitian ini, dilakukan 
pengoptimalan pertumbuhan alga dengan menggunakan metode prinsip 
maksimum pontryagin berdasarkan parameter yang ada pada model matematika 
pertumbuhan alga (Thornton dkk, 2010), sehingga dapat menghasilkan bahan 
bakar biodiesel yang banyak. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan dalam penelitian ini 
adalah : 
a. Bagaimana sifat-sifat sistem dari model matematika pada pertumbuhan 
alga? 
b. Bagaimana performansi aliran karbon dioksida yang optimal sehingga 
dapat memaksimalkan produksi alga? 
 
1.3 Batasan Masalah 
Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini dibatasi sebagai berikut : 
a. Model pertumbuhan alga, airnya berasal dari industri pabrik sehingga 
memiliki kandungan nutrisi, tetapi komposisi dari kandungan nutrisi 
diabaikan. 
b. Model matematika pertumbuhan alga diperoleh dari referensi (Thornton 
dkk, 2010). 
c. Nilai parameter diperoleh dari hasil eksperimen pada referensi (Thornton 
dkk, 2010). 
d. Penyelesaian kendali optimal menggunakan Prinsip Maksimum 
Pontryagin. 
 
1.4 Tujuan Penelitian 
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Tujuan dari penelitian ini adalah : 
a. Untuk mengetahui sifat-sifat sistem dari model matematika pada 
pertumbuhan alga. 
b. Untuk mengetahui performansi aliran karbon dioksida yang optimal 
sehingga dapat memaksimalkan produksi alga. 
 
1.5 Manfaat Penelitian 
Manfaat dari penelitian ini adalah : 
a. Memberikan informasi mengenai aliran karbon dioksida yang optimal 
sehingga diperoleh produksi alga yang maksimal dan dapat menghasilkan 
biodiesel yang banyak. 
b. Pembudidayaan tumbuhan mikroalga dengan penggunaan air limbah 
pabrik secara tidak langsung dapat mengurangi pencemaran air. 
c. Penerapan kendali optimal pada masalah kimia dan biologi.  
  
 
5 
 
BAB 2 
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 
BAB 2 KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 
2.1 Alga 
Alga merupakan organisme yang dianggap sebagai nenek moyang 
tumbuhan saat ini. Alga memiliki beberapa karakteristik yang juga dimiliki oleh 
tumbuhan saat ini seperti pigmen klorofil. Alga secara morfologi dapat terbagi 
menjadi dua golongan yaitu mikroalga (alga dengan ukuran mikroskopis) dan 
makroalga (alga yang berukuran makro). Namun, secara spesifik bentuk tubuh 
beserta ukurannya tidak akan sama persis dengan tumbuhan dan ukuran tubuhnya 
sekalipun dalam bentuk makro tidak mudah dilihat dengan mata telanjang. Ciri 
lainnya pada alga adalah tidak memiliki akar, batang dan daun sejati. Tubuh 
seperti ini dinamakan talus. Itulah sebabnya alga tidak dapat digolongkan sebagai 
tumbuhan (plantae). Mikroalga merupakan tumbuhan halus yang berklorofil dan 
mempunyai pigmen tumbuhan yang dapat menyerap cahaya matahari melalui 
proses fotosintesis.  
Keanekaragaman mikroalga sangat tinggi, diperkirakan ada sekitar 
200.000–800.000 spesies mikroalga ada di bumi. Dari jumlah tersebut baru sekitar 
35.000 spesies saja yang telah diidentifikasi. Beberapa contoh spesies mikroalga 
di antaranya yaitu Spirulina, Nannochloropsis sp., Botryococcus braunii, 
Chlorella sp., Dunaliella primolecta, Nitzschia sp., Tetraselmis suecia dan lain-
lain. Sel-sel mikroalga tumbuh dan berkembang pada media air, sehingga 
mempunyai tingkat efisiensi yang lebih tinggi dalam hal penggunaan air, 
karbondioksida, dan nutrisi lainnya bila dibandingkan dengan tanaman tingkat 
tinggi (Widjaja, 2009). 
Pertumbuhan mikroalga sendiri terdiri dari tiga fase utama, yaitu fase lag, 
eksponensial, dan stasioner. Kebanyakan spesies mikroalga menghasilkan produk 
yang khas seperti karotenoid, antioksidan, asam lemak, enzim, polimer, peptida, 
toksin, dan sterol (Hossain et al., 2008). 
Komposisi kimia sel mikroalga berbeda-beda, dipengaruhi oleh banyak 
faktor seperti jenis spesies dan kondisi kultivasi. Oleh karena itu terdapat peluang 
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untuk memperoleh mikroalga dengan komposisi kimia tertentu dengan 
memanipulasi faktor lingkungannya seperti suhu, cahaya, pH, ketersediaan 
karbondioksida, garam, dan nutrisi lainnya (Basmal, 2008). 
Mikroalga merupakan mikroorganisme yang dapat digunakan sebagai 
bahan baku biofuel. Beberapa biofuel yang dapat dihasilkan dari mikroalga yaitu 
hidrogen, biodiesel (yang diperoleh melalui proses transesterifikasi), bioetanol 
(yang diperoleh melalui proses fermentasi), dan biogas (Skill, 2007; Basmal, 
2008; Harun et al., 2010a). Namun demikian, ada beberapa hal penting terkait 
dengan pemanfaatan mikroalga sebagai bahan baku biofuel, yaitu proses produksi 
mikroalga, proses pemanenan mikroalga, dan proses konversi biomassa menjadi 
biofuel (Skill, 2007). 
Mikroalga juga memiliki kelebihan dibandingkan tanaman pangan lainnya 
untuk dimanfaatkan sebagai bahan baku biofuel, yaitu pertumbuhan yang cepat, 
dapat menggunakan air tawar atau air laut, konsumsi air dalam jumlah sedikit, 
tidak berkompetisi dengan bahan pangan, biaya produksi yang rendah serta 
produktivitas tinggi. Mikroalga umumnya bersel satu atau berbentuk benang, 
sebagai tumbuhan dan dikenal sebagai fitoplankton. Karena mikroalga merupakan 
organisme mikroskopis yang berklorofil. Dewasa ini fitoplankton telah banyak 
dimanfaatkan untuk berbagai keperluan manusia antara lain: 
a. Bidang perikanan 
Sebagai makanan larva ikan, dilakukan melalui isolasi untuk mendapatkan 
satu spesies tertentu, misalnya Skeletonema. Kemudian dibudidayakan 
pada bak-bak terkontrol pada usaha pembibitan ikan untuk keperluan 
makanan larva ikan. 
b. Industri farmasi dan makanan suplemen 
Fitoplankton mempunyai kandungan nutrisi yang tinggi digunakan sebagai 
makanan suplemen bagi penderita gangguan pencernaan dan yang 
membutuhkan energi tinggi. Contoh produk yang beredar dari jenis 
Chlorella. 
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c. Pengolahan limbah logam berat 
Dalam pengolahan limbah logam berat fitoplainkton dapat digunakan 
untuk mengikat logam dari badan air dan mengendapkannya pada dasar 
kolam. Sehingga logam dalam air menjadi berkurang. 
d. Sumber energi alternatif biodiesel 
Biomassa mikroalga selain mengandung protein, karbohidrat dan vitamin 
juga mengandung minyak. Bahkan jenis mikroalga tertentu, misal 
Botrycoccus braunii memiliki kandungan minyak yang komposisinya 
mirip seperti tanaman darat dengan jumlah yang lebih tinggi bila 
dibanding dengan kandungan minyak pada kelapa, jarak dan sawit. 
 
2.2 Model Matematika Pertumbuhan Alga 
Di indonesia terdapat enam pabrik pupuk urea dengan karakteristik limbah 
cair yang mengandung (   )    (Urea) dan       (Amonia-Nitrogen) tidak 
termasuk senyawa   , tetapi limbah cair pabrik pupuk urea dapat menimbulkan 
kerusakan ekosistem badan air yang sangat serius. Penanganan yang telah 
dilakukan yaitu proses nitrifikasi dan denitrifikasi heterotrik kolam terbuka atau 
ditambung didalam pond besar sehingga terjadi pelepasan amonia ke udara. Tetapi 
hal tersebut tidak memberikan banyak manfaat, hanya menambah biaya. Ada cara 
yang lebih menguntungkan yaitu dengan budidaya tumbuhan alga jenis 
chlorophyta. Alga tersebut merupakan mikroba autotrof yang mampu 
memanfaatkan (   )    (urea) dan        (Amonia-Nitrogen) sebagai 
sumber nitrogen dan sumber karbon (Faradilla. A & Juwita. A.R., 2010). 
Selanjutnya, pertumbuhan alga dapat diilustrasikan pada Gambar 2.1. 
Karbon dioksida dipompa ke dalam air dan berubah menjadi glukosa melalui 
fotosintesis. Kemudian nutrisi yang terdapat di dalam air pembuangan dari rumah 
kaca dan glukosa bergabung membentuk Alga. Selanjutnya alga dan glukosa yang 
tersimpan diasumsikan berkurang dengan adanya kematian dan hasil panen. 
Untuk menjaga model sederhana, komposisi nutrisi diabaikan. Serta energi tidak 
hanya bisa disimpan dalam glukosa, tetapi juga sebagai glukosa yang lebih 
kompleks dan minyak. 
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Gambar 2.1 Produksi alga dari nutrisi dan karbon dioksida 
Produksi alga dimodelkan dengan konsentrasi alga kering ( ), nutrisi ( ), 
glukosa ( ) dan karbon dioksida ( ) di kolam. Dengan asumsi bahwa kolam 
teraduk dengan baik dan pertumbuhan alga sangat lambat, konsentrasi-konsentrasi 
di atas bersifat independen dari semua variabel spasial dan hanya bergantung pada 
waktu  . Masuknya nutrisi dan karbon dioksida ke dalam kolam dilambangkan 
oleh    dan   . Alga ini sedang kelaparan pada 'tingkat kematian' (  ) dan 
dipanen (  ), yang keduanya mengurangi jumlah alga dan glukosa yang 
tersimpan di dalam alga. Selanjutnya, glukosa yang diproduksi (   ) dari karbon 
dioksida, di mana    adalah konstan. Hal ini mengurangi jumlah karbon dioksida 
(      ). Dari proses fotosintetis oksigen 
          (    )      
Alga baru diproduksi di dalam alga yang ada (    ( )) dari nutrisi dan glukosa, 
di mana    adalah konstanta dan   ( ) menunjukkan konsentrasi nutrisi dalam 
sel. Hal tersebut menghabiskan nutrisi dan glukosa dengan (       ( )) 
dan(       ( )). Menggabungkan pengaruh pertumbuhan alga, fotosintesis, 
masuknya karbon dioksida, mineral, kematian dan panen alga. Diperoleh sistem 
berikut : 
 ̇       ( )  (     )             (2.1) 
 ̇          ( )           (2.2) 
 ̇             ( )  (     )       (2.3) 
 ̇                     (2.4) 
(Thornton dkk, 2010) 
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2.3 Kestabilan Sistem 
Analisis kestabilan terbagi menjadi dua macam, yaitu kestabilan sistem 
autonomus dan kestabilan yang berhubungan dengan masukan dan keluaran 
sistem. Tetapi kali ini akan dibahas tentang kestabilan sistem autonomos.  
Diberikan suatu Persamaan diferensial 
    ̇( )   ( ( ))      (  )               (2.5) 
dengan  ( )    , vektor  ̅ yang memenuhi  ( ̅)   . Maka  ̅ adalah solusi 
konstan dari Persamaan (2.5) yang merupakan titik kesetimbangan (Stanislaw, 
2003). 
Titik setimbang dapat menganalisa kestabilan sistem. Suatu sistem yang 
dinyatakan dalam Persamaan (2.5) dikatakan stabil apabila penyelesaiannya 
sangat dekat ke titik setimbang. Jika penyelesaian tersebut konvergen ke titik 
setimbang, maka sistem tersebut bersifat stabil asimtotik. Sebaliknya, jika 
penyelesaian menjauhi titik setimbang maka sistem tak stabil.  
Sistem dinamik dalam keadaan stabil bila diberikan gangguan berupa 
masukan maka sistem tersebut tetap mempertahankan kestabilannya yang berarti 
akan kembali atau mendekati tiitik setimbang. Sebaliknya jika suatu sistem 
dinamik dalam keadaan tidak stabil dan diberikan gangguan berupa masukan 
maka sistem tersebut akan menjauhi titik setimbang. Sehingga perlu dilakukan 
kestabilan sistem pada sistem dinamik yang keadaannya tidak stabil menjadi 
stabil. Pada model matematika pertumbuhan alga, jika keadaannya tidak stabil 
maka pertumbuhan alga akan mengalami osilasi.  Hal tersebut terjadi dikarenakan 
adanya masukan berupa nutrisi dan karbon dioksida. Dari fenomena tersebut, 
perlu dilakukan kestabilan sistem pada model pertumbuhan alga dengan 
mengubah keadaan yang tidak stabil menjadi stabil. Agar model pertumbuhan 
alga dapat mempertahankan kondisi kestabilannya walaupun diberi gangguan 
berupa masukan nutrisi dan karbon dioksida. Sehingga  pertumbuhan alga tidak 
mengalami osilasi.   
Sistem dari Persamaan (2.5) dinyatakan dalam bentuk matriks berikut  
     ̇    ( )    ( )           (2.6) 
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Maka titik setimbang bisa diambil dari titik asal  ̅    atau titik lain yang 
merupakan determinan dari matriks   sama dengan nol. Kestabilan dari sistem 
linear pada Persamaan (2.6) dapat ditinjau melalui nilai eigen. 
Nilai eigen dari matriks   pada Persamaan (2.6) dapat digunakan untuk 
menganalisis kestabilan dari suatu sistem. Kestabilan dalam hal ini dikaitkan 
dengan titik setimbang. Berdasarkan tanda bagian real dari nilai eigen, sifat 
stabilitas dari titik setimbang dapat dibedakan menjadi 3 macam, yaitu  
a. Stabil artinya penyelesaian sangat dekat ke titik setimbang di dalam suatu 
sekitar. 
b. Stabil asimtotik artinya penyelesaian konvergen ke titik setimbang 
(asalkan titik awal adalah cukup dekat ke titik setimbang). 
c. Tak stabil artinya selalu ada penyelesaian yang dimulai dari manapun 
dekatnya dengan titik setimbang tapi akhirnya menjauh dari titik 
setimbang (Subiono, 2013). 
 
2.4 Keterkontrolan Sistem 
Bukan hanya kestabilan, keterkontrolan suatu sistem linear dapat dianalisis 
juga. Keterkontrolan sistem menjadi hal yang mendasar dan bermanfaat untuk 
menstabilkan sistem yang tidak stabil. 
 
Definisi 2.1 (Ogata, 2010) 
Sistem linear (2.6) dikatakan terkontrol pada       , jika ada sinyal kontrol yang 
tidak dibatasi kemudian mentransfer keadaan awal untuk setiap keadaan akhir 
dalam interval waktu yang terbatas         (Ogata, 2010). 
 
Solusi dari Persamaan (2.6) adalah 
 ( )      ( )  ∫  (   )  ( )  
 
 
 
dengan menggunakan definisi keterkontrolan maka solusi dari Persamaan (2.6) 
menjadi 
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 (  )     
    ( )  ∫   (    )  ( )  
  
 
 
atau  
 ( )   ∫       ( )  
  
 
 
Berdasarkan definisi 2.1 dan solusi  Persamaan (2.6) maka sistem linear 
(2.6) dikatakan terkontrol jika dan hanya jika vektor              adalah 
bebas linear, atau matriks       yang merupakan ukuran matriks   
[   |    |  |         
mempunyai rank sama dengan   (Ogata, 2010). 
 
2.5 Kendali Optimal 
Tujuan utama dari permasalahan kendali optimal adalah mencari nilai 
kendali  ( ) yang akan diproses dalam sistem dinamik dan memenuhi konstrain 
atau kondisi fisik, dengan tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi 
tujuan. Kendali pada saat keadaan dan waktu yang sama dapat ditentukan nilai 
optimal berdasarkan fungsi tujuan (fungsi objektif) yang diberikan. Formulasi 
masalah kendali optimal terdiri dari deskripsi secara matematis suatu sistem atau 
model, menentukan fungsi tujuan dan kendala atau syarat batas yang berlaku. 
Secara umum, masalah kendali optimal diformulasikan sebagai berikut : 
   ( ( ))   ( (  )   )  ∫  ( ( )  ( )  )
  
  
         (2.8) 
Misalkan suatu sistem dinamik dinyatakan oleh Persamaan berikut : 
     ( )   ( ( )  ( )  )       (2.9) 
Dengan kondisi batas  (  )     dan  (  )     serta  ( ) yang menyatakan 
pengendali keadaan pada waktu  . 
 
2.6 Prinsip Maksimum Pontryagin  
Penyelesaian masalah kendali optimal dengan menggunakan metode tidak 
langsung dilakukan dengan menyelesaikan kondisi perlu kendali optimal. 
Berdasarkan Prinsip Maksimum Pontryagin, kondisi perlu dari masalah kendali 
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optimal yang harus diselesaikan adalah Persamaan stasioner, Persamaan state, dan 
Persamaan costate serta kondisi transversality.  
Langkah penyelesaian masalah kendali optimal berdasarkan Persamaan (2.6) dan  
(2.7)  adalah sebagai berikut (Naidu, 2002). 
a. Bentuk fungsi Hamilton 
  ( ( )  ( )  ( )  )   ( ( )  ( )  )     ( ( )  ( )  )    (2.10) 
b. Maksimumkan   terhadap  ( ) 
       
  
  
         (2.11) 
Sehingga diperoleh kondisi stasioner 
  ( )  (  ( )   ( )  ) 
c. Selanjutnya akan diperoleh fungsi Hamilton baru yang optimal (  ), dengan 
Persamaan : 
      (  ( )   ( )   ( )  )   (  ( )   ( )   ( )  )   (2.12) 
d. Menyelesaikan Persamaan state dan costate  
      ̇( )    
 
  
 dan  ̇( )  
   
  
     (2.13) 
Dengan kondisi batas diberikan oleh keadaan awal dan keadaan akhir yang 
disebut kondisi transversality. 
e. Subsitusi hasil yang diperoleh pada langkah 4 ke dalam Persamaan   ( ) 
pada langkah 2 untuk mendapatkan kendali optimal. 
Kondisi batas transversality dibedakan menjadi lima tipe berdasarkan perbedaan 
antara    dan state pada waktu akhir ( (  )), yaitu : 
a. Waktu akhir  dan state saat waktu akhir telah ditentukan atau diketahui 
 (  )    ;  (  )     
b. Waktu akhir belum ditentukan atau tidak diketahui dan state saat waktu akhir 
telah ditentukan atau diketahui 
 (  )    ;  (  )    , ( 
  
  
  
)     
c. Waktu akhir telah ditentukan atau diketahui sedangkan state saat waktu akhir 
belum diketahui atau tidak ditentukan 
 (  )    ,  
 (  )  (
  
  
)
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d. Waktu akhir belum ditentukan atau tidak diketahui dan state saat akhir belum 
ditentukan atau tidak diketahui dan nilainya bergantung pada sesuatu 
 (  )    ;  (  )   (  ) 
        (   
  
  
 ((
  
  
)
 
   ( ))
 
 ( ))
  
   
e. Waktu akhir belum ditentukan atau tidak diketahui dan state saat akhir belum 
ditentukan atau tidak diketahui dan nilainya tidak bergantung pada sesuatu. 
  (  )     
(   
  
  
)
  
  , ((
  
  
)
 
   ( ))
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BAB 3 
METODA PENELITIAN 
BAB 1 METODE PENELITIAN 
Pada bagian ini diuraikan beberapa metode penelitian yang akan 
digunakan atau dikerjakan untuk mencapai tujuan penelitian 
 
1.1 Tahapan Penelitian 
a. Studi Literatur 
Dalam tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan dan studi literatur 
dari beberapa buku, jurnal, penelitian, paper, maupun atrikel dari internet 
mengenai referensi tumbuhan mikroalga, model matematika pertumbuhan 
alga, kestabilan dan keterkontrolan sistem, teori kendali optimal dengan 
penyelesainnya menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. 
b. Analisis Kestabilan dan Keterkontrolan Sistem 
Menganalisis kestabilan yaitu dengan menentukan titik setimbang pada 
model matematika pertumbuhan alga. Kemudian melakukan pelinearan 
dengan membentuk matriks Jacobian. Sehingga kestabilan sistem dapat 
ditinjau melalui akar-akar karakteristik dari matriks Jacobian dan kriteria 
Routh-Hurwitz. Sedangkan sifat keterkontrolan model matematika 
pertumbuhan alga dapat dianalisis dengan cara membentuk matriks 
keterkontrolan       dan menentukan rank dari matriks     tersebut. 
c. Menentukan Formulasi Masalah Kendali Optimal 
Menentukan masalah kendali optimal dari model matematika pertumbuhan 
alga yang meliputi sistem dinamik dan fungsi objektif serta kondisi syarat 
batas yang harus dipenuhi. 
d. Menentukan Penyelesaian Kendali Optimal 
Setelah diformulasikan masalah kendali optimal, maka langkah 
selanjutnya yaitu penyelesaian kendali optimal dari model matematika 
pertumbuhan alga dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. 
Langkah-langkah yang dilakukan pada tahap ini sebagai berikut : 
 Membentuk fungsi Hamiltonian, 
 Menentukan Persamaan state dan costate, 
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 Menentukan kondisi batas yang harus dipenuhi, 
 Menentukan pengendali optimal, 
e. Simulasi 
Penelitian sebelumnya, tahap simulasi berdasarkan nilai awal dari setiap 
state dan rentan waktu yang telah ditentukan. Alga kering dan glukosa 
telah diketahui nilai awalnya. Sama halnya konsentrasi nutrisi dan karbon 
dioksida diketahui pula nilai awalnya. Kemudian disimulasikan dalam tiga 
kasus yang berbeda berdasarkan hasil panen dan intensitas cahaya. 
Sedangkan pada tahap penelitian ini, dicari solusi numerik dari 
permasalahan kendali optimal pada model pertumbuhan alga dengan 
memanfaatkan Persamaan state, costate, Persamaan pengendali optimal 
serta kondisi-kondisi yang harus terpenuhi. Kemudian akan disimulasikan 
untuk melihat perilaku sistem pada grafik yang dihasilkan. 
f. Analisis Hasil Simulasi 
Pada tahap ini, jika hasil simulasi telah diperoleh yaitu berupa tampilan 
grafik, maka tahap selanjutnya adalah menganalisis hasil simulasi dan 
membuat pembahasan terhadap hasil simulasi. 
g. Penarikan Kesimpulan dan Pemberian Saran 
Penarikan kesimpulan dan pemberian saran terhadap simulasi dan 
pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya serta pemberian saran untuk 
perbaikan dan pengembangan penelitian selanjutnya. 
h. Publikasi Hasil Penelitian 
i. Penulisan Laporan Tesis 
Penulisan laporan tesis dilakukan mulai awal mengerjakan penelitian 
sampai batas waktu yang telah ditentukan.  
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BAB 4 
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 
 
Berdasarkan model matematika yang digunakan maka pada bab ini akan dibahas 
tentang analisis dinamik dari model tersebut. Analisis dinamik meliputi analisis 
kestabilan dan keterkontrolan. Selain itu, diformulasikan masalah kendali optimal 
karbon dioksida pada model pertumbuhan alga.  
BAB 4 PEMBAHASAN  
4.1 Model Matematika  
Pada penelitian ini model pertumbuhan alga (Thorthon dkk, 2010) adalah 
sebagai berikut : 
   
 
.
.
.
2
                                                                         (4.1)
                       ( )                                                      (4.2)
     
m r r
m m
f M S D h
M k f M S I t




    
  
   
.
3
.
1
                                                        (4.3)
                        ( )                                                                   (4.4)
S m r r
S c
S C k f M S D h S
C k C I t
 

   
  
 
Dengan  
   : konsentrasi alga kering 
M    : konsentrasi nutrisi 
S    : konsentrasi glukosa 
C    : konsentrasi karbon dioksida 
( )mf M : konsentrasi nutrisi dalam sel alga 
( )cI t  : aliran masuk karbon dioksida 
( )mI t  : aliran masuk nutrisi 
rD  : tingkat kematian alga 
rh  : tingkat panen alga 
  : konstanta pertumbuhan biomassa 
S  : konstanta fotosintesis 
1k  : tingkat perubahan 2CO  menjadi 2 6( )CH O  
2k  : tingkat perubahan nutrisi menjadi alga kering 
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3k  : tingkat perubahan 2 6( )CH O  menjadi alga kering 
 
diasumsikan bahwa konsentrasi nutrisi dalam sel jenuh -3max 0,4 g[M]mp  dan 
setengah jenuh diperoleh ketika nutrisi diluar -34 g[M]mTurnM  . Maka 
max                                                ( )m
Turn
M
f M p
M M
 
  
 
 
sehingga Persamaan             menjadi 
max
2 max
 ( )                                                           (4.5)
( )                                                              (4.6)
 
r r
Turn
m
Turn
M
p S D h
M M
M
M k p S I t
M M
S




 
     
 
 
   
 
3 max
1
( )                                               (4.7)
 ( )                                                                                             (4.
s r r
Turn
s c
M
C k p S D h S
M M
C k C I t
 


 
    
 
   8)
 
4.2 Analisis Dinamik Model Pertumbuhan Alga 
Persamaan             adalah model matematika yang merupakan 
sistem dinamik dari permasalahan kendali optimal karbon dioksida pada model 
pertumbuhan alga. Untuk melakukan analisis dinamik, terlebih dahulu 
menentukan titik setimbang dari sistem dinamik. Selanjutnya, dilakukan analisis 
kestabilan dan keterkontrolsn pada titik setimbang. 
 
4.2.1 Titik Setimbang 
Titik setimbang dari sistem dinamik dapat di peroleh dari  ̇   ,  ̇   , 
 ̇    dan  ̇   . Sehingga Persamaan             menjadi 
 
max
max
2 max
( ) 0
( ) 0                                                           (4.9)
( ) 0 
r r
Turn
r r Turn
m
Turn
M
p S D h
M M
p MS D h M M
M
k p S I t
M M






 
    
 
    
 
   
 
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 
   
2 max
3 max
3 max
( ) 0                                                              (4.10)
( ) 0
( ) 0                          (4.
m Turn
s r r
Turn
s Turn r r Turn
k p MS i t M M
M
C k p S D h S
M M
C M M k p MS D h S M M

 
 



   
 
    
 
     
1
11)    
( ) 0                                                                                             (4.12) s ck C I t  
 
dari Persamaan        diperoleh
 
1
1
1
                                           ( ) 0
                                                          ( )
( )
                                                                 
S c
S c
c
k C I t
k C I t
I t
C
k


  

                                          (4.13)
S
jika Persamaan        disubstitusikan ke Persamaan        didapatkan
 
   
   
3 max
3 max
1
( ) 0
( )
( ) 0                       (4.14)
S Turn r r Turn
c
Turn r r Turn
C M M k p MS D h S M M
I t
M M k p MS D h S M M
k
 



     
     
Selanjutnya, Persamaan        dan         
 
   
2 max
3 max
1
( ) 0    
( )
( ) 0 
m Turn
c
Turn r r Turn
k p MS i t M M
I t
M M k p MS D h S M M
k




   
     
 
dengan menggunakan metode eliminasi Persamaan (4.10) dan (4.14) maka 
didapatkan 
 
   
2 3 max 3
2
2 3 max 2
1
( ) 0    
( )
( ) 0 
m Turn
c
Turn r r Turn
k k p MS k i t M M
k I t
M M k k p MS D h k S M M
k




   
 
      
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3 2
1
2
2 3
1
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1
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( ) ( ) = 0
( )
= ( )  ( )  
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                   ( ) 
                                
c
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c
r r Turn Turn m Turn
c
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k I t
k I t M M M M D h k S M M
k
k I t
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D h k S k I t
k
 
      
 
 
     
 
 
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 
2 1 3
1 2
( ) ( )
                                                                                      (4.15)
 
c m
r r
k I t k k I t
S
k k D h



Jika Persamaan (4.15) disubstitusikan ke Persamaan (4.10) diperoleh 
 2 max ( ) 0m Turnk p MS i t M M     
 
 
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   
 
 
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 
 
 
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2 max 1 3 max 1
1
2 max 1 3 max 1
( ) ( )
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( )      
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m m r r
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k k I t p k I t D h
I t M
k D h
k D h
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k D h
M I t M
k I t p k k I t p k I t D h

 
 

 
 
  
    
 
        
 
      
    (4.16)
 
Selanjutnya substitusikan Persamaan        dan        ke Persamaan       
diperoleh 
 
 
 
   
 
 
max
max
max
max
1
max
2 max 1 3 max 1
( ) 0
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( )
   
( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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r r r r Turn
r r
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c m m r r
p MS D h M M
D h M M p MS
p MS
D h M M
p MS
D h M D h M
k D h
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




 





 
    
   
 
 

  
  
        

 
2 1 3
1 2
( ) ( )c m
r r
I t k k I t
k k D h
 
 
 
 
  
      
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   
 
 
 
   
1
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2 1 3
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1
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
    = ( )
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   

    
     
  
 
   
2
1
2 max 1 3 max 1
2 max 1 3 max 1
2 1 3
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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   ( )
r r
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c m m r r
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m Turn
t D h
I t M k D h D h M
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    
   
 
   
 
   
 
 
 


    
 
  
 
2 2 max 1 3 max
2
2
( )
( ) ( )
( )
   
( )
                                                                                             
r r Turn c m
m Turn
r r Turn
m
r r
t
k D h M k I t p k k I t p
I t M
k D h M
I t
k D h
  
 
 
   
 
  
  
 
    
 (4.17)
 
Berdasarkan Persamaan (4.13), (4.15), (4.16) dan (4.17) dapat diperoleh nilai dari 
 
    
   
* * *2 1 3
1
1 1 2
*
2 max 1 3 max 1 2
( ) ( ) ( )
,  ,  ( )
( )1
,  
( ) ( ) ( )
c c m
m Turn r r
S r r
m
c m m r r r r
I t k I t k k I t
C S M I t M k D h
k k k D h
I t
k I t p k k I t p k I t D h k D h

  

   

   
             
 
dengan demikian titik setimbang dari sistem dinamik model pertumbuhan alga 
adalah                .
 
 
4.2.2 Analisis Kestabilan 
Dengan diperolehnya titik setimbang dari sistem dinamik, maka 
selanjutnya dapat menganalisis kestabilan di titik setimbang tersebut. Karena 
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sistem dinamik pada Persamaan             bersifat non-linear, maka 
Persamaan             terlebih dahulu dilinearkan. Adapun langkah-langkah 
dari pelinearan sebagai berikut : 
Misalkan 
1 max
2 2 max
3
( )                                                           (4.18)
( )                                                              (4.19)
r r
Turn
m
Turn
M
f p S D h
M M
M
f k p S I t
M M
f




 
    
 
 
   
 
3 max
4 1
( )                                               (4.20)
 ( )                                                                                            (4.
s r r
Turn
s c
M
C k p S D h S
M M
f k C I t
 


 
    
 
   21)
 
Selanjutnya persamaan               diturunkan terhadap , , ,M S C dengan 
menggunakan matriks Jacobian sebagai berikut :  
1 1 1 1
13 1411 12
2 2 2 2
23 2421 22
33 34 3 3 3 331 32
43 4441 42
4 4 4 4
     ( , , , )                (4
f f f f
M S C
j jj j f f f f
j jj j M S CJ M S C
j j f f f fj j
M S Cj jj j
f f f f
M S C
    
    
        
                
      
    
 
     
.22)
Dengan 
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   
1 2
max max 2 max 2 max1 2
2 2
max1
                                       0
            
                               
r r
Turn TurnTurn Turn
Turn
f f
D h
p S p MS k p S k p MSf f
M M M M M MM M M M
p Mf
S M M
   
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
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 3 3 max 4
3 4
1
                0
                                                   
r r
Turn
S S
f k p M f
D h
S M M S
f f
k
C C

 
     
  
 
  
 
 
Selanjutnya, substitusikan titik setimbang                  ke matriks 
Jacobian pada Persamaan        sehingga diperoleh 
1 2 3
4 5* * * * *
6 7 8
9
0
0 0
                   ( , , , )                                    (4.23)
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0 0 0
X X X
X X
J M S C
X X X
X
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 
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  
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 
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2 max
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S
S
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X
k p S k p M S
X X k
M M M M
k p M
X
M M

 


 
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    
 
 
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Sehingga diperoleh sistem yang linear sebagai berikut : 
 
 
 
* * * * *
max max max
1 2* **
* * * *
2 max 2 max 2 max
2 2* **
                      (4.24)
                                       (4.25
r r
Turn TurnTurn
Turn TurnTurn
p M S p M S p S
g D h
M M M MM M
k p S k p M S k p M
g
M M M MM M
  
  
  
  
     
 
   
 
 
 
* * * *
3 max 3 max 3 max
3 S2* **
)
+                (4.26)r r
Turn TurnTurn
k p S k p M S k p M
g D h
M M M MM M
  
       
 
 
4 1                                                                                                        (4.27)Sg k   
Persamaan               menunjukkan sistem bersifat linear. Selanjutnya 
kestabilan sistem dinamik dapat ditinjau melalui nilai eigen dari matriks Jacobian. 
Dengan menyelesaikan Persamaan       ̅       .  
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 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
    
  
1 2 3
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9
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1 6 7
9
7
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7
1 4 7 7
1 4
0
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0 0 0
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 det 0 0
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0
  det 0
0
             0 0
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X X
X
X X
X X X
X
X
X X
X
X X X X
X X





 


 

   
 
 
 
 
 
 
  
  
  
    
    
  
       
     
    7 7 0X X   
 
Diperoleh nilai eigen  
 
1 1
* * *
2 max 2 max
2 4 2* *
*
3 max
3 7 *
4 9 1
( )
( )
r r
A A
Turn Turn
A
r r
Turn
S
X D h
k p S k p M S
X
M M M M
k p M
X D h
M M
X k

 



 
   
   
 
    

  
 
Karena semua nilai parameter bernilai positif dan disubstitusikan ke nilai eigen 
 1 ,  3  dan  4  . Di peroleh semua nilai eigen bertanda negatif. Sedangkan 
untuk nilai eigen  2  bertanda negatif jika 
*
2 max
*
A
Turn
k p S
M M



 
 
* *
2 max
2*
A
Turn
k p M S
M M


dengan 
*
2 max
*
A
Turn
k p S
M M


   dan 
 
* *
2 max
2*
A
Turn
k p M S
M M


    sehingga titik setimbang 
                 bersifat stabil. 
 
4.2.3 Analisis Keterkontrolan 
Sifat dari suatu sistem dinamik bukan hanya sifat kestabilan tetapi ada juga 
sifat keterkontrolan. Untuk melakukan analisis keterkontrolan, perlu melakukan 
pelinearan terhadap sistem dinamik pada Persamaan          . Jika matriks 
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Jacobian pada Persamaan        yang dilinearkan di sekitar titik setimbang 
dimisalkan matriks  ̅  
1 2 3
4 5
6 7 8
9
0
0 0
                                                                    (4.28)
0
0 0 0
X X X
X X
A
X X X
X
 
 
 
 
 
  
 
dan matriks  ̅ sebagai berikut : 
1
2
3
4
0
0
                                                                                               (4.29)
0
1`
c
c
c
c
f
I
f
I
B
f
I
f
I
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 
   
  
   
  
  
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 
 
  
 
Berdasarkan definisi 2.1 dan solusi  Persamaan (2.6), dapat disusun matriks 
keterkontrolan       berukuran     sebagai berikut  
    (  ̅      ̅̅ ̅̅   |    ̅̅ ̅̅ ̅ |    ̅̅ ̅̅ ̅ ) 
Selanjutnya untuk matriks AB  sebagai berikut :   
1 2 3
4 5
6 7 8 8
9 9 1
0 0 00
0 0 0 00
AB .   =   =                                      (4.30)
0 0
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S
X X X
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      
      
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      
      
           
Sedangkan matriks 2A B  sebagai berikut : 
2
1 2 3
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6 7 8
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A B A AB
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X X X
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
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   
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menggunakan pemisalan variabel baru diperoleh matriks 2A B  sebagai berikut 
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A B                                                                                                     (4.31)
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   
2
1
21 5 41 9 1
*
2 max
1 1*
*
2 22 max
1*
                     
           
                  
r S
S S
S S S
Turn
S
S
Turn
h k
m X m X k
k p M
k k
M M
k p M
k
M M

 

  
 




  
 
     
 
  

Sedangkan matriks 3A B  sebagai berikut :  
3 2A B A A B      
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           
           
           
           
       
1 2 3 11
4 5 21
6 7 8 31
9 41
1 11 2 21 3 31 41
11 4 21 5 31 41
11 6 21 7 31 8 41
11 21 31 8 41
1 11 2 21 3
0
0 0
      
0
0 0 0
0
0 0
      
0
0 0 0
      
X X X m
X X m
X X X m
X m
X m X m X m m
m X m X m m
m X m X m X m
m m m X m
X m X m X m
   
   
   
   
   
     
   
 
   
   
 
    
 

 
     
        
  
        
     
        
  
31
4 21 5 31
6 21 7 31 8 41
8 41
1 11 2 21 3 31
4 21 5 31
6 21 7 31 8 41
8 41
0
0 0
0
0 0 0
      
X m X m
X m X m X m
X m
X m X m X m
X m X m
X m X m X m
X m
 
 
   
   
 
    
  
 
 
  
 
  
 
menggunakan pemisalan variabel baru diperoleh matriks 3A B  sebagai berikut 
11
213
31
41
                                                A B                                                    (4.32)
n
n
n
n
 
 
 
 
 
  
dengan 
  
 
 
* * * * *
max max max 2 max
11 2* **
*
2max 3 max
1* *
*
2 max
21 *
       
S S
r r
Turn Turn TurnTurn
S
S r S r S
Turn Turn
Turn
p M p S p M S k p M
n D h
M M M M M MM M
p S k p M
D h k
M M M M
k p S
n
M M
     
  
  

   
 

 
                  
 
  
      
   
 
  
 
 
* * * *
2 max 2 max 2 max
2 * **
23 max
1*
* * * *
3 max 3 max 2 max
31 2* **
       
S
Turn TurnTurn
S
S r S r S
Turn
S
Turn Turn
k p M S k p M k p M
M M M MM M
k p M
D h k
M M
k p S k p M S k p M
n
M M MM M
   
 
  
   
  

  
 
                
 
 
    
 
 
    
  
   
*
3 max
*
Turn
Turn
r r
k p M
M M
M
D h
    
        
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        
      
2 2 23 max
1 1*
2 2
41 1 1
        
               
S
S r S r S S S
Turn
S S
k p M
D h k k
M M
n k k
 
    
 

 
     
 
 
 
Persamaan       ,       ,        dan        dapat disusun matriks 
keterkontrolan       berukuran     sebagai berikut  
    (  ̅      ̅̅ ̅̅   |    ̅̅ ̅̅ ̅ |    ̅̅ ̅̅ ̅ ) 
di mana setiap pasangan matriks saling bebas linear sehingga didapatkan 
           . Dengan demikian sistem dinamik pada Persamaan             
dinyatakan bersifat terkontrol. 
 
4.3 Formulasi Kendali Optimal 
Hal yang ingin dicapai dalam permasalahan kendali optimal pada 
penelitian ini adalah mendapatkan aliran karbon dioksida yang optimal dengan 
nilai bobot minimal dari konsentrasi karbon dioksida di dalam aliran karbon 
dioksida sehingga dapat memaksimalkan alga. Secara matematika, permasalahan 
ini adalah memaksimumkan fungsi objektif 
 
0
2                                          ( ) ( )                                  (4.23)
2
ft
c c
t
D
J I t I t dt
 
   
 

Dengan : 
    adalah kendali optimal,   adalah nilai bobot konsentrasi karbon dioksida di 
dalam aliran karbon dioksida,    adalah waktu awal, dan    adalah waktu akhir. 
Langkah pertama dalam menyelesaian masalah kendali optimal adalah 
membentuk fungsi Hamilton. Dari fungsi objektif yang telah dibentuk pada 
Persamaan       , maka diperoleh fungsi Hamiltonnya sebagai berikut : 
 
4
1
1 max
2 2 max
, , , , , ( ) ( )
2
                               ( ) ( ) ( ) ( )
2
                                   ( ) ( )  
c c i i
i
c r r
Turn
m
Turn
D
H M S C I t I t f
D M
t I t t p S D h
M M
M
t k p S i t
M M
 
 
 



    
  
           
  
    
 

3( )t

 

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 
3 max 4
1
                                   ( ) ( )
                                   ( )
s r r
Turn
s c
M
C k p S D h S t
M M
k C i t
  


  
        
 
 
Berdasarkan Prinsip Pontryagin, diperoleh solusi dari fungsi Hamilton 
berupa aliran karbon dioksida yang optimal jika berlaku Persamaan state, costate 
dan kondisi stasioner. 
a. Persamaan state 
max
1
( )r r
Turn
H M
p S D h
M M



 
    
  
 
2 max
2
3 max
3
1
4
( )  
( )
( )
m
Turn
s r r
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s c
H M
k p S i t
M M
H M
C k p S D h S
M M
H
k C i t


 





 
   
  
 
    
  

  

 
b. Persamaan costate 
  
 
 
1
1
1 1
2
max max 2 max
1 1 22
2 max 3
2 32
      1 ( )
      1 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )
      + ( ) ( )
( )
r r
r r
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d H
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t D t h
d H
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p S t p M t S t k p S t
t t t
M t M M t MM t M
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 

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
 
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

 

   
   
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 

 
 
  
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 
 
 
 
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3 2
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1 2 2 3 3
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( ) ( )
( )
( )
( ) ( ) ( )
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  
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
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    
 
 
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 
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 
   
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1 2 3
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1 2 2 3 3 3
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )      
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   

  

      
       
          
   
     


 

 3 4 1
3 4 1
   ( ) ( )
      ( ) ( )
S S
S S
t t k
t t k
   
   
  
  
 
c. Kondisi stasioner 
4
4
4
0
( ) ( ) 0
            ( ) ( )
( )
               ( )
c
c
c
c
H
I
DI t t
DI t t
t
I t
D






  


 
Karena           sehingga 
      {
                  ̅     
  ̅           ̅     
                  ̅     
 
Jadi, kendali optimal       dicirikan sebagai 
          (     (    ̅   )) 
atau 
          (     (  
     
 
))  
 Sistem optimal jika dengan memasukkan kendali optimal        ke dalam 
sistem Persamaan state dan costate sehingga diperoleh sistem sebagai berikut : 
max
1
2 max
2
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r r
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m
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H M
p S D h
M M
H M
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

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 
 
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 
   
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
  
  
 
   

   


   
 
 
     

                                                       (4.33)  
Karena penyelesaiannya dari Persamaan diferensial        sulit diperoleh secara 
analitik, maka permasalahan ini diselesaikan secara numerik menggunakan 
software Matlab. 
4.4 Simulasi Numerik 
4.4.1 Kestabilan Model Pertumbuhan Alga 
Model pertumbuhan alga disimulasikan tanpa adanya pengendali terhadap 
aliran karbon dioksida. Untuk mengetahui perubahan jumlah alga, konsentrasi 
nutrisi, glukosa dan karbon dioksida model disimulasikan di saat kondisi awal 
              adalah             ,                dan               . 
Sedangkan nilai parameter yang digunakan diberikan pada tabel berikut: 
Tabel 0.2  Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi 
Parameter                                       
Nilai   ,2                                       
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Gambar 4.1 Perubahan jumlah setiap konsentrasi pada pertumbuhan alga tanpa 
kendali dengan                              
dari Gambar 4.1, nilai awal konsentrasi alga kering           , konsentrasi 
nutrisi             , konsentrasi glukosa             
   dan konsentrasi 
karbon dioksida           
  . Gambar 4.1 menunjukkan adanya peningkatan 
konsentrasi alga kering secara signifikan hingga                pada hari ke-  . 
Setelah itu tidak mengalami perubahan, yang berarti keadaan sudah stabil. Hal 
yang menyebabkan konsentrasi alga kering meningkat adalah konsentrasi glukosa 
dan nutrisi. Untuk konsentrasi nutrisi mengalami peningkatan yang dikarenakan 
aliran nutrisi yang diberikan cukup besar dan stabil hingga konsentrasinya 
             . Sedangkan konsentrasi glukosa nilai awalnya cukup besar dan di 
waktu awal juga mengalami peningkatan. Kemudian menurun hingga 
              yang merupakan titik setimbangnya. Untuk konsentrasi karbon 
dioksida mengalami penurunan, hal ini disebabkan karbon dioksida akan di ubah 
menjadi glukosa. Semakin besar konsentrasi glukosa maka konsentrasi karbon 
dioksida menurun. Penurunan konsentrasi karbon dioksida akan berhenti atau 
stabil pada               yang merupakan titik setimbangnya. 
Jika kondisi awal dari konsentrasi alga kering, nutrisi, glukosa dan karbon 
dioksida               adalah               . Di mana komposisi dari 
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konsentrasi nutrisi, glukosa dan karbon dioksida meningkat 50% dari nilai 
sebelumnya pada Gambar 4.1. Adapun hasil simulasinya sebagai berikut : 
 
Gambar 4.2 Perubahan jumlah setiap konsentrasi pada pertumbuhan alga tanpa 
kendali dengan                                
Gambar 4.2 menunjukkan adanya peningkatan konsentrasi alga kering secara 
signifikan hingga               . Setelah itu tidak mengalami perubahan, yang 
berarti keadaan sudah stabil. Hal yang menyebabkan konsentrasi alga kering 
meningkat adalah konsentrasi glukosa dan nutrisi. Untuk konsentrasi nutrisi 
mengalami peningkatan yang dikarenakan aliran nutrisi yang diberikan cukup 
besar dan stabil hingga konsentrasinya 1,568        . Sedangkan konsentrasi 
glukosa nilai awalnya cukup besar dan di waktu awal juga mengalami 
peningkatan hingga               . Kemudian menurun menjadi 
2,357         yang merupakan titik setimbangnya. Untuk konsentrasi karbon 
dioksida mengalami penurunan, hal ini disebabkan karbon dioksida akan di ubah 
menjadi glukosa. Semakin besar konsentrasi glukosa maka konsentrasi karbon 
dioksida menurun. Penurunan konsentrasi karbon dioksida akan berhenti atau 
stabil pada               yang merupakan titik setimbangnya. 
Saat kondisi awal dari konsentrasi alga kering, nutrisi, glukosa dan karbon 
dioksida               adalah              . Di mana komposisi dari 
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konsentrasi nutrisi, glukosa dan karbon dioksida menurun 50% dari komposisi 
sebelumnya pada Gambar 4.1. Adapun hasil simulasinya sebagai berikut : 
 
Gambar 4.3 Perubahan jumlah setiap konsentrasi pada pertumbuhan alga tanpa 
kendali dengan                             
Gambar 4.3 menunjukkan adanya peningkatan konsentrasi alga kering secara 
signifikan hingga               . Setelah itu tidak mengalami perubahan, yang 
berarti keadaan sudah stabil. Hal yang menyebabkan konsentrasi alga kering 
meningkat adalah konsentrasi glukosa dan nutrisi. Untuk konsentrasi nutrisi 
mengalami peningkatan yang dikarenakan aliran nutrisi yang diberikan cukup 
besar dan stabil hingga konsentrasinya              . Sedangkan konsentrasi 
glukosa nilai awalnya cukup besar dan hari pertama mengalami peningkatan 
hingga 9,194        . Kemudian menurun menjadi               yang 
merupakan titik setimbangnya. Untuk konsentrasi karbon dioksida mengalami 
penurunan, hal ini disebabkan karbon dioksida akan di ubah menjadi glukosa. 
Semakin besar konsentrasi glukosa maka konsentrasi karbon dioksida menurun. 
Penurunan konsentrasi karbon dioksida akan berhenti atau stabil pada 
              yang merupakan titik setimbangnya. 
Penyelesaian analitik tentang kestabilan sistem beserta simulasinya 
menunjukkan sistem dinamik model pertumbuhan alga bersifat stabil. 
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Selanjutnya, sistem dinamik model pertumbuhan alga dengan keadaan stabil 
diharapkan meningkat ketika diberikan kendali.  
 
4.4.2 Kendali Optimal Pertumbuhan Alga  
Dengan menggunakan Software Matlab sistem dinamik yang telah 
membentuk Persamaan state, costate dan kondisi stasioner akan mendapatkan 
solusi optimal dari aliran karbon dioksida yang dipengaruhi nilai bobot 
konsentrasi karbon dioksida di dalam aliran tersebut. Nilai bobot yang diberikan 
untuk kendali memiliki nilai minimum dan maksimum. Jika kurang dari nilai 
minimum dan melebihi nilai maksimum, sistem tidak dapat dikontrol. Karena 
hasil konsentrasi alga kering yang diperoleh sebelum diberikan kendali lebih besar 
setelah diberikan kendali. Adapun nilai bobot yang memenuhi        . 
Kemudian akan dianalisa pengaruhnya terhadap variabel kendali berupa aliran 
karbon dioksida         dan laju perubahan konsentrasi alga kering, nutrisi, 
glukosa dan karbon dioksida.  
  
Gambar 4.4 Fungsi kendali dengan 
nilai bobot konsentrasi karbon 
dioksida dari aliran karbon dioksida 
adalah      
Gambar 4.5 Fungsi kendali dengan 
nilai bobot konsentrasi karbon 
dioksida dari aliran karbon dioksida 
adalah    
 
Gambar 4.4 menunjukkan bahwa nilai awal yang merupkan nilai maksimal dari 
fungsi kendali. Saat bobot konsentrasi karbon dioksida dari aliran karbon dioksida 
bernilai    . Nilai kendali mengalami perubahan pada hari ke-   hingga hari ke-  . 
Tetapi perubahannya sangat kecil,     menjadi        dari volume. Kemudian 
nilai kendalinya menjadi maksimal,  sebesar     dari volume hingga mendekati 
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hari ke-   . Hasil fungsi objektif untuk memaksimumkan jumlah alga kering 
adalah 372.5627         Sedangkan nilai bobot  , tidak mengalami perubahan 
nilai kendali selama 8 hari. Setiap hari diberikan kendali    dari volume. Pada 
hari ke-9 nilai kendali menurun hingga    dari volume sampai      hari. 
Sedangkan hasil fungsi objektif untuk memaksimumkan jumlah alga kering 
adalah 273.6691       . 
  
Gambar 4.6  Perubahan konsentrasi 
alga kering dengan nilai bobot 
konsentrasi karbon dioksida dari aliran 
karbon dioksida adalah      
Gambar 4.7  Perubahan konsentrasi 
alga kering dengan  nilai bobot 
konsentrasi karbon dioksida dari aliran 
karbon dioksida adalah    
Konsentrasi alga kering tanpa kendali dan dengan kendali mengalami perubahan. 
Dan konsentrasi alga kering berdasarkan fungsi kendali yang diklasifikasikan atas 
dua nilai bobot yaitu nilai bobot     dan  . Pada Gambar 4.6 tanpa kendali 
konsentrasi alga kering meningkat hingga                 dan stabil hingga 
     hari. Dengan adanya kendali konsentrasi alga kering mengalami 
peningkatan sebesar                  sampai hari ke-   . Terjadi peningkatan 
konsentrasi alga kering dikarenakan kendali yang diberikan maksimal selama 10 
hari. Seperti pada Gambar 4.4. Sehingga tidak terjadi penurunan konsentrasi alga 
kering. Sedangkan Gambar 4.7 konsentrasi alga kering juga mengalami 
peningkatan sebesar                 pada hari ke- 9. Tetapi hari ke- 10 
mengalami penurunan konsentrasi menjadi                . Perubahan 
konsentrasi alga kering yang mengalami peningkatan dan penurunan konsentrasi 
juga dikarenakan besarnya kendali yang diberikan selama    hari. Seperti yang 
terlihat pada Gambar 4.4 dan Gambar 4.5. 
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Gambar 4.8  Perubahan konsentrasi 
nutrisi dengan  nilai bobot konsentrasi 
karbon dioksida dari aliran karbon 
dioksida adalah      
Gambar 4.9  Perubahan konsentrasi 
nutrisi  dengan  nilai bobot konsentrasi 
karbon dioksida dari aliran karbon 
dioksida adalah    
Untuk konsentrasi nutrisi tanpa kendali dan adanya kendali mengalami 
peningkatan. Tanpa kendali konsentrasi meningkat dan konstan hingga      
hari. Sedangkan konsentrasi nutrisi dengan adanya kendali yang diklasifikasikan 
atas nilai bobot     dan  .  Pada Gambar 4.8 konsentrasi nutrisi   meningkat 
hingga                 sampai      hari. Sedangkan Gambar 4.9 
menunjukkan dengan nilai bobot 1 peningkatan konsentrasi nutrisi sebesar 
                sampai      hari. Peningkatan konsentrasi nutrisi bukan 
hanya di akibatkan kendali tetapi aliran nutrisi juga mempengaruhi. Sehingga 
konsentrasi nutrisi tidak mengalami penurunan. 
  
Gambar 4.10  Perubahan konsentrasi 
glukosa dengan nilai bobot konsentrasi 
karbon dioksida dari aliran karbon 
dioksida adalah      
Gambar 4.11  Perubahan konsentrasi 
glukosa dengan  nilai bobot konsentrasi 
karbon dioksida dari aliran karbon 
dioksida adalah    
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Konsentrasi glukosa tanpa kendali dan dengan kendali mengalami perubahan. 
Tanpa kendali konsentrasi awalnya mengalami peningkatan. Kemudian menurun 
menuju nilai yang konstan hingga      hari. Perubahan konsentrasi glukosa 
akibat kendali aliran karbon dioksida yang diklasifikasikan atas nilai bobot     
dan   tidak jauh berbeda dengan tanpa kendali. Dimana konsentrasi glukosa 
awalnya mengalami peningkatan dan akhirnya turun. Pada Gambar 4.10 
peningkatan konsentrasi glukosa sebesar                 
   pada hari 
pertama. Kemudian menurun hingga                
        hari. 
Sedangkan Gambar 4.11 dengan nilai awalnya juga   , mengalami peningkatan 
                
   pada hari pertama. Dan mengalami penurunan hingga 
               
   hingga hari ke-   . Peningkatan konsentrasi glukosa terjadi 
akibat besarnya kendali yang diberikan di waktu awal. Dan konsentrasi glukosa 
menurun akibat perubahan konsentrasi alga kering. 
  
Gambar 4.12  Perubahan konsentrasi 
karbon dioksida dengan  nilai bobot 
konsentrasi karbon dioksida dari aliran 
karbon dioksida adalah      
Gambar 4.13  Perubahan konsentrasi 
karbon dioksida dengan nilai bobot 
konsentrasi karbon dioksida dari aliran 
karbon dioksida adalah    
Sedangkan konsentrasi karbon dioksida tanpa kendali dan dengan kendali 
mengalami perubahan. Tanpa kendali konsentrasi mengalami penurunan dan 
menuju nilai konstan hingga      hari. Perubahan konsentrasi karbon dioksida 
akibat kendali aliran karbon dioksida yang diklasifikasikan atas nilai bobot     
dan   tidak jauh berbeda dengan tanpa kendali. Gambar 4.12 menunjukkan 
konsentrasi karbon dioksida menurun hingga               
   pada hari 
pertama. Setelah waktu tersebut konsentrasi karbon dioksida konstan sampai hari 
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ke-   . Gambar 4.13 dengan nilai bobot   konsentrasi karbon dioksida menurun 
hingga                
   pada hari ke- 1. Setelah waktu tersebut konsentrasi 
karbon dioksida konstan sampai hari ke-9. Sedangkan di hari ke-10 konsentrasi 
karbon dioksida menjadi 0.0755        
    Karbon dioksida yang ada akan 
selalu dipakai untuk menghasilkan glukosa. Sehingga karbon dioksida selalu 
mengalami penurunan yang mengakibatkan konsentrasi glukosa meningkat. 
Kendali optimal berupa aliran karbon dioksida       dan konsentrasi alga 
kering     yang diperoleh setiap hari selama    hari dipengaruhi nilai bobot 
konsentrasi karbon dioksida     dari aliran karbon dioksida     . Berikut nilai 
fungsi objektif untuk setiap nilai bobot dari     sampai  . 
 
Tabel 0.2    Nilai bobot konsentrasi karbon dioksida dalam aliran  
 karbon dioksida  dan nilai fungsi objetif  
Nilai bobot konsentrasi karbon dioksida 
dalam aliran karbon dioksida 
Nilai fungsi 
Objektif 
             
             
             
             
             
             
             
           
Semakin besar nilai bobot konsentrasi karbon dioksida dalam aliran karbon 
dioksida semakin kecil nilai fungsi objektif yang dihasilkan. 
Selanjutnya akan digambarkan perilaku nilai bobot konsentrasi karbon 
dioksida dalam aliran karbon dioksida terhadap fungsi objektif. Di mana nilai 
bobot berada pada interval           dengan          
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Gambar 4.14   Perilaku nilai bobot konsentrasi karbon dioksida dalam 
 aliran karbon dioksida terhadap fungsi objektif.  
 
Gambar 4.14 menunjukkan perubahan nilai fungsi objektif berdasarkan nilai 
bobot konsentrasi karbon dioksida dalam aliran karbon dioksida. Saat nilai bobot 
         terjadi penurunan nilai fungsi objektif. Untuk nilai bobot      
menunjukkan hasil fungsi objektif sebesar         . Kemudian hasil fungsi 
objektif berkurang hingga         saat nilai bobot  . Selanjutnya nilai fungsi 
objektif bertambah hingga         saat nilai bobot     . Dan akhirnya nilai 
fungsi objektif mengalami penurunan sebesar         saat nilai bobot   . Nilai 
bobot         , yang memungkinkan terjadinya peningkatan konsentrasi alga 
kering adalah        . Sedangkan peningkatan nilai fungsi objektif saat nilai 
bobot          tidak menyebabkan terjadinya peningkatan konsentrasi alga 
kering. Untuk nilai bobot           menyebabkan nilai fungsi objektif dan 
konsentrasi alga kering semakin berkurang.  
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BAB 5 
KESIMPULAN DAN SARAN 
BAB 5 KESIMPU LAN DAN SARAN DAN SARAN  
5.1 Kesimpulan 
Berdasarkan analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan 
beberapa hal sebagai berikut : 
a. Sistem dinamik pada model pertumbuhan alga bersifat stabil dan 
terkontrol. 
b. Dengan menerapkan teori kendali optimal menggunakan Prinsip 
Maksimum  Pontryagin diperoleh pengendali optimal berupa aliran karbon 
dioksida (  ) pada pertumbuhan alga. 
c. Hasil simulasi tanpa kendali pada konsentrasi alga kering menunjukkan 
peningkatan hingga                 dan konstan hingga      hari. 
Jika diberi kendali dengan nilai bobot     maka konsentrasi alga kering 
meningkat hingga                 pada hari ke-   . Sedangkan diberi 
kendali dengan nilai bobot   maka konsentrasi alga kering meningkat 
hingga                 pada hari ke-  . Tetapi hari ke-    mengalami 
penurunan konsentrasi menjadi                . Yang berarti 
konsentrasi alga kering meningkat setelah diberikan kendali dengan nilai 
bobot     sebesar       . Sedangkan dengan nilai bobot   konsentrasi 
alga kering meningkat sebesar        setelah diberikan kendali. 
d. Berdasarkan klasifikasi nilai bobot yang diberikan yaitu nilai bobot     
dan  . Hasil simulasi menunjukkan bahwa pertumbuhan alga pada nilai 
bobot     lebih besar dari nilai bobot  . Hasil fungsi objektif untuk nilai 
bobot     juga lebih besar dari nilai bobot  . Sehingga pertumbuhan alga 
dapat maksimal dengan nilai bobot minimal dari konsentrasi karbon 
dioksida dalam aliran karbon dioksida. 
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5.2 Saran 
Pada penulisan selanjutnya, hal yang dapat dikembangkan dari tesis ini 
adalah  
1. Memaksimalkan pertumbuhan alga dengan kendali pada aliran nutrisinya 
dengan metode yang sama atau metode kendali optimal lainnya. 
2. Memaksimalkan pertumbuhan alga dengan kendali pada bobot konsentrasi 
karbon dioksida dalam aliran karbon dioksida dengan metode yang sama 
atau metode kendali optimal lainnya. 
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